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• Aufgabe 1
Die eichfixierte Lagrange-Dichte für eine SU(N) Eichtheorie mit minimaler Kopplung
an Materiefelder ψ sei gegeben durch

L =
1

4
F a
µν F

aµν + ψ (/D + im)ψ +
1

2α
GaGa − iη∗a

∂Ga

∂Ab
µ

(Dµ)
bc ηc ,

wobei Fµν die Feldstärke, Dµ = ∂µ + igAµ die kovariante Ableitung und g die (dimen-
sionslose) Kopplungskonstante ist. Die Eichfixierungsbedingung sei gegeben durch Ga

und η bezeichen die Fadeev-Popov Geister (komplexe Grassmann-Felder). Die Indizes
a, b, c, . . . = (N2 − 1) laufen in der adjungierten Darstellung der SU(N).
Führen sie für die Fadeev-Popov Geister reelle Grassmann-Felder ρ und ω ein,

η∗a =
1√
2
(ωa − iρa) ,

ηa =
1√
2
(ωa + iρa) ,

und schreiben sie die Lagrange-Dichte in ρ und ω um.

• Aufgabe 2
Für die eichfixierte Lagrange-Dichte aus Aufgabe 1 als Funktion von ρ und ω sind
die BRST (Becchi-Rouet-Stora, Tyupin) Transformationen mit einem (Grassmann-
wertigen) Parameter ζ für die Eichfixierungsbedingung Ga = ∂ · Aa gegeben durch

δAa
µ =

1

g
ζ (Dµρ)

b ,

δωa = − 1

αg
∂ ·Aaζ ,

δρa =
1

2
ζfabcρbρc ,

δψ = iζρa(ta)ψ ,

wobei ta(fabc) die Generatoren der fundamentalen (adjungierten) Darstellung der
SU(N) sind.
Zeigen Sie, dass die Wirkung S invariant ist unter den BRST Transformationen. Zeigen
sie darüber hinaus, dass die BRST Transformationen nilpotent sind. Verwenden Sie
hierbei die Grassmann-Eigenschaft, dass ζ2 = 0.
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• Aufgabe 3

a) Zeigen Sie, dass die Wirkung für eine SU(N) Eichtheorie in Euklidischer Raum-
Zeit Minima hat, wenn die Feldstärke selbstdual ist. Die Wirkung S ist

S =
1

2g2

∫

d4x tr (Fµν F
µν) ,

wobei g die (dimensionslose) Kopplungskonstante ist und Fµν die Feldstärke. Die

duale Feldstärke ist definiert durch F̃µν =
1

2
ǫµνρσF

ρσ.

Hinweis: Verwenden Sie die Ungleichung

tr
[(

Fµν − F̃µν

) (

F µν − F̃ µν
)]

≥ 0 .

b) Der sogenannte Pontryagin-Index klassifiziert topologisch inäquivalente Abbil-
dungen des Randes der Euklidischen Raum-Zeit (eine S3 Sphäre) in die Man-
nigfaltigkeit der SU(N) Eichgruppe und ist definiert

n =
1

16π2

∫

d4x tr
(

Fµν F̃
µν

)

,

wobei n ∈ N die Homotopie-Klasse angibt. Dann gilt für die Wirkung S

S ≥ 8π2

2g2
n ,

und nicht-triviale Konfigurationen der Feldstärke Fµν (oder des Eichfeldes Aµ)
müssen folgendes Kriterium erfüllen,

lim
|x|→∞

Fµν = 0 , lim
x2→∞

Aµ = −iU∂µU † ,

wobei U eine Matrix in der SU(N) Eichgruppe ist.
Zeigen Sie, dass für eine SU(2) Eichgruppe diese Bedingungen erfüllt sind von
der sogenannten Instanton-Lösung

Aµ = −i
x2

x2 + λ2
U∂µU † ,

wobei λ der Radius des Instantons ist, x2 = t2 + ~x · ~x und die Matrizen U in der
SU(2) mit den Pauli-Matrizen ~σ folgende Form haben,

U =
1√
x2

(t− i~x · ~σ) .

c) Zusatzaufgabe: Zeigen Sie, dass die Instanton-Lösung Aµ = −i
x2

x2 + λ2
U∂µU † den

Pontryagin index n = 1 hat. (Vorsicht, etwas Rechenaufwand).


