Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die theoretischen Grundlagen der experimentellen Teilchen-
physik, soweit fiir diese Vorlesung relevant, kurz wiederholt werden. Einen tieferen Ein-
blick in die theoretische Teilchenphysik gibt die Vorlesung ,,Theoretische Einfiihrung
in das Standardmodell* (typischerweise im Wintersemester angeboten). Die formalen
Grundlagen werden in der Vorlesung ,Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie” (typi-
scherweise im Sommersemester) gelegt.

2.1 Relativistische Quantenfeldtheorie

2.1.1 Die Dirac-Gleichung
Formulierung

P.A.M. Dirac hat in den 1920er Jahren versucht, ein Aquivalent zur Schrodinger-
gleichung
dy
— =H 2.1
= v 2.1)

fiir relativistische Spin-1/2-Teilchen wie Elektronen aufzustellen (Wellenfunktion y,
Hamiltonoperator H). Die Klein-Gordon-Gleichung

(O+m*) ¢ =0 (2.2)

ist zwar relativistisch, beschreibt aber nur skalare (Spin-0-)Teilchen und ist nicht li-
near in den Ableitungen, sondern quadratisch. Hier ist 0 = 9", = 9*/9%* — V? der
D’ Alembert-Operator und m die Masse des Teilchens. Die Dirac-Gleichung [Dir28]]

(i%ﬁ?xﬁ—ﬁm) y=0 (2.3)

beschreibt relativistische Spin-1/2-Teilchen, wenn y eine Wellenfunktion mit vier Kom-
ponenten (,,Spinor”) ist und ;(i = 1...3) und B 4 x 4-Matrizen sind. Die Matrizen
antikommutieren, d. h.

/32: Ty, {OC,',OCJ'} = 14 0;, {0,} =0 firallei,j=1...3, (2.4)
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wobei 14 die 4 x 4-Einheitsmatrix und &;; das Kronecker-Symbol ist. Eine mogliche
Wahl fiir & und 8 (,,Dirac-Darstellung*) ist

(0 o (1, 0

Dabei ist 15 die 2 x 2-Einheitsmatrix und o; die Pauli-Matrizen

olz(? é) 02:<? Bi), agz((l) _°1>. 2.6)

In der Teilchenphysik ist folgende Schreibweise der Dirac-Gleichung géngig:

(id—m)y=0. (2.7)
Diese ergibt sich durch Multiplikation von Gl. (2.3) von links mit § und folgenden
Definitionen:

. 0 0 -
Pibl Pimba P dimsn—(59). @

Aus den obigen Definitionen ergibt sich, dass die y-Matrizen vier antikommutierende
4 x 4-Matrizen sind:

iy =2¢"14. (2.9)

In der Dirac-Darstellung lauten die y-Matrizen dann

y():(% —?12>’ V:(—Oo,- ‘3), i=1...3. (2.10)

Die adjungierte Dirac-Gleichung ergibt sich mit ¥ := y'1° zu
Y(iy'dy+m) =0, (2.11)

wobei y' := yT* der hermitesch konjugierte Spinor von y ist und dy auf Y nach links
wirkt. Multipliziert man (2.11)) mit y und (2.7) mit ¥ und addiert die beiden Gleichun-
gen, ergibt sich die Erhaltung des Dirac-Stroms j*:

At =0, mit j& =gy 2.12)

Lésungen der Dirac-Gleichung und Interpretation

Urspriinglich wurde im Rahmen der statistischen Interpretation der Quantenmechanik
der Dirac-Spinor y als Einteilchen-Wellenfunktion mit der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit |w|? gesehen. Die Dirac-Gleichung kann in diesem Rahmen mittels ebener Wellen
gelost werden. Dabei ergeben sich zwei Losungen mit positiver Energie,

Yo =uia(p)e 7, (2.13)

interpretiert als Teilchen mit Ladung ¢, Impuls p und Spin 5 parallel (u;: ,,spin up™)
und antiparallel zum Impuls (u>: ,,spin down*). Es gibt zusitzlich zwei Losungen mit
negativer Energie, ‘

w34 =v21(p) e, (2.14)
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also Teilchen mit Ladung ¢, die sich mit —p bewegen und Spin —5 besitzen. Diese wur-
den zunichst als ,,Dirac-See* interpretiert. Der Dirac-See ist die Menge aller Zustinde
mit negativer Energie. Nach dem Pauli-Prinzip sind fast alle dieser Zustinde besetzt.
Ein ,Loch® im See wird dann als Antiteilchen mit positiver Energie (Ladung —¢, Im-
puls g, Spin 5) interpretiert. Damit sagt die Dirac-Gleichung die Existenz von Antielek-
tronen (,,Positronen*) voraus, die schon 1932 in kosmischer Strahlung entdeckt wur-
den [[And33].

Mit den Losungen der Dirac-Gleichung und kann man die Gleichung
fiir Teilchen im Impulsraum darstellen als:

(# —m)u(p) =0 (2.15)
Ein Antiteilchen hat dann den Viererimpuls —p = (—E, —p) und damit
(—p—m)u(—p)=0— (p+m)v(p) =0. (2.16)

Hier ist p := y*p,, die Impulsraumdarstellung des Ortsraumoperators ig.

Das Konzept des Dirac-Sees ist problematisch, denn der See soll unendlich viel
elektrische Ladung beinhalten und gleichzeitig unbeobachtbar sein. Aus diesem Grund
musste die Einteilchen-Interpretation aufgegeben werden. Eine konsistente theore-
tische Beschreibung findet sich im Prozess der Feldquantisierung (manchmal ir-
refiihrenderweise auch 2. Quantisierung genannt) im Rahmen der Quantenfeldtheo-
rie. Damit konnen Teilchen und Antiteilchen als Anregungszustinde des Dirac-Feldes
mit positiver Energie interpretiert werden. Von Stiickelberg und Feynman stammt die
(dquivalente) Interpretation, ein Antiteilchen als Teilchen mit negativer Enerige zu se-
hen, das riickwaérts in der Zeit lduft.

2.1.2 Chirale Fermionen

Man kann zeigen, dass die Projektion des Spinoperators L auf den Impuls-
Einheitsvektor p := p/|p|,

A:=F.p, mit X = % (g’ 2,.) 2.17)
eine ,,gute” Quantenzahl ist, d. h. mit dem Hamiltonoperator vertauscht und so gleich-
zeitig mit Energie und Impuls messbar ist. Man bezeichnet A als ,,Helizitét™. Fiir mas-
sive Teilchen ist die Helizitét nicht lorentzinvariant, denn man kann ein Bezugssystem
finden, in dem sich die Bewegungsrichtung umkehrt, der Spin aber nicht.

Von der Helizitdt unterscheidet man die Chiralitidt (Handigkeit), die eine zentrale
Rolle in der elektroschwachen Wechselwirkung spielt. Die Chiralitét ist formal definiert
als Eigenwert zum Chiralitidtsoperator

f:ziaﬂylﬁy“z(fz %2) mit {f,y”}ztx (Y’)” = 1a. (2.18)

Wenn y eine Losung der Dirac-Gleichung fiir masselose Teilchen ist, ist auch 7’y eine
Losung, da ¥ mit den Dirac-Matrizen antikommutiert. Damit kann man Losungen der
Dirac-Gleichung fiir masselose Teilchen anhand ihrer Eigenwerte zu 5 klassifizieren:

Yur =+u, Pvi=+tv (2.19)
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Dabei beschreibt u_ (1) ein ,linkshdndiges*™ (,,rechtshindiges™) Teilchen und v_ (vy)
ein ,rechtshindiges™ (,,linkshindiges*) Antiteilchen. Mit den Projektionsoperatoren

1

1
PL=§(1—;ﬁ) und PR:§(1+y5) (2.20)

kann man dann aus einem beliebigen Spinor die links- bzw. rechtshindigen Komponen-
ten herausprojizieren. Fiir masselose Teilchen sind Chiralitdt und Helizitéit dasselbe.

2.1.3 Lagrangedichte

In der QFT wird der Lagrangeformalismus verwendet, um die Bewegungsgleichung
eines Systems abzuleiten. Er beruht auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung, auch als
Hamilton-Prinzip bezeichnet. Ein System verhalt sich so, dass die Wirkung

S = /d4x$(¢,c9“¢) (2.21)

extremal wird. Im Lagrangeformalismus wird das System also vollstindig durch die
Lagrangedichte .Z beschreiben. Dabei ist . eine Funktion des Quantenfeldes ¢ (x)
an einem Raumzeitpunkt x und seiner ersten Ableitung d, ¢ (x). Dies ist eine wichtige
Eigenschaft u. a. auch des Standardmodells: es handelt sich um eine lokale Feldtheorie,
d. h. es gibt keine Fernwechselwirkungen. Mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung

07 0L
— | ==—=]=0 2.22
do (3(3u¢)> 222

kann dann aus . die Bewegungsgleichung abgeleiten werden, z. B.
e Klein-Gordon-Gleichung: . = 3 (du 99" ¢ —m?¢?),
e Dirac-Gleichung: £ = y(id —m) .
Diese Bewegungsgleichungen sind giiltig fiir freie Teilchen mit der Masse m. Im Fall

der Klein-Gordon-Gleichung werden Spin-0O-Teilchen beschrieben, im Fall der Dirac-
Gleichung Spin-1/2-Teilchen.

2.1.4 Quantenelektrodynamik

Als erste QFT mit Relevanz fiir die Teilchenphysik wurde in den 1930er Jahren die
Quantenelektrodynamik (QED) entwickelt. Der entscheidende Durchbruch in der Bere-
chenbarkeit von QED-Prozessen gelang in den 1940er Jahren [Fey48| Fey49, |Sch48al,
Sch48bl, [Sch49l Tom46]. Die QED beschreibt Wechselwirkungen zwischen Photonen
und geladenen Teilchen. Wie in der klassischen Elektrodynamik wird die Wechselwir-
kung zunichst tiber die ,,minimale Substitution* eingefiihrt. Dabei finden die Ersetzung

Pu — Put+qAy (2.23)

mit der elektrischen Ladung g und dem Viererpotenzial A, := (gb,ﬁ), das mit dem Pho-
tonfeld identifiziert wird. Mit dem quantenmechanischen Impulsoperator p, = id,, er-
gibt sich dann fiir die Dirac-Gleichung mit elektromagnetischer Wechselwirkung

(i7" Oy — gV Ay —m)y = (iP—m)y =0, (2.24)
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Abbildung 2.1: Kopplung des Dirac-Stroms j* an ein Photonfeld A.

wobei die ,kovariante Ableitung” D, := 3# +igA, definiert ist. Dieser Ad-Hoc-Ansatz
wird spéter durch das Eichprinzip motiviert. Die Lagrangedichte fiir Elektronen, die mit
Photonen wechselwirken, ist demnach:

L =y(iP—m)y =y(ig —m)y —quy' yAy. (2.25)

In obiger Gleichung erkennt man den Dirac-Strom j* = yy*w. Man kann also aus .7
die Kopplung des Dirac-Stroms an das Photonfeld ablesen, siehe Abb. —qj*Ay.

Das Ampere’sche Gesetz dy,F* = ¢j” mit dem elektromagnetischen Feldstirke-
tensor F*V := gAY — dVAH* verlangt noch einen kinetischen Term fiir das Photonfeld
in der Lagrangedichte. Damit erhilt man die Lagrangedichte der QED als

. _ 1
Zoep = Y(id —m)y — qyy YA, — ZFqu“V- (2.26)

Generell gilt, dass Lagrangedichten Lorentz-Skalare sind (also keine Indizes
W, v,... enthalten) und somit lorentzinvariant ist. Die Lagrangedichte ist eine Energie-
dichte, hat also in den hier verwendeten ,natiirlichen Einheiten die Einheit [E][L] > =
[E]*. Damit hat das Klein-Gordon-Feld die Einheit [E], das Dirac-Feld die Einheit [E]3/?
und das Photonfeld die Einheit [E].

2.2 Das Eichprinzip

Die Ad-Hoc-Einfiihrung einer Wechselwirkung ist unbefriedigend. In der QFT werden
Wechselwirkungen iiber das Eichprinzip eingefiihrt. Die Grundidee ist, dass sich die
Wechselwirkungen aus der Forderung ergeben, dass die Lagrangedichte in einer QFT
invariant ist gegeniiber einer lokalen Symmetrieoperation. Sobald diese ,,Eichsymme-
trie” bekannt ist, kann die vollstandige Dynamik der QFT abgeleitet werdenE] Abhingig
von der Art der Symmetrie enthélt die QFT eines oder mehrere ,,Eichbosonen®, die die
Wechselwirkung vermitteln.

2.2.1 Diskrete Symmetrien

Quantenfelder lassen sich anhand ihres Verhalten bei diskreten Symmetrieoperationen
klassifizieren. Die Symmetrien Ladungskonjugation C, Paritéit P und Zeitumkehr 7 spie-

'Von W. Heisenberg stammt der Satz ,,Am Anfang war die Symmetrie.”“ [Hei69]
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Tabelle 2.1: Bilineare Kovarianten. Der Tensor *" ist definiert als Kommutator [y*, y"].

Name Bilinearform C P T
Skalar vy + + o+
Pseudoskalar V5w + - -
Vektor vty -+ 4
Axialvektor vty + - +
Tensor yotVy - o+ -

len in der QFT eine entscheidende Rolle. Nach dem Pauli-Liiders-Theorem [Paus5,
LiidS7] ist jede lokale lorentzinvariante QFT invariant unter der gemeinsamen Symme-
trie CPT.

Ladungskonjugation C

Die Ladungskonjugationsoperation C iiberfiihrt ein Teilchen in sein Antiteilchen. Fiir
Dirac-Felder und die Dirac-Darstellung der y-Matrizen lautet die Operation

w(x) = yE(x) =iy (x). (2.27)

Paritat P

Die Paritédtsoperation entspricht einer Punktspiegelung am Ursprung, liberfiihrt also x =
(t,%) nach x* := (¢, —X). Fiir Dirac-Felder bedeutet dies

y(x) = ' () =Py (). (2.28)

Zeitumkehr T

Die Zeitumkehroperation x = (¢,%) — x! := (—¢, %) bedeutet fiir Dirac-Felder
y—y () =iy Py (2.29)

Dirac-Bilinearformen

Zur Konstruktion einer Lagrangedichte konnen verschiedene Bilinearformen von Dirac-
Feldern (,bilineare Kovarianten) benutzt werden. In Tabelle [2.1]ist ihr Verhalten unter
den diskreten Symmetrieoperationen C, P und T' gezeigt.

2.2.2 Kontinuierliche Symmetrien und Gruppentheorie

Neben den diskreten Symmetrien besitzen QFTen kontinuierliche Symmetrien. Diese
sind dadurch charakterisiert, dass sie sich durch infinitesimale Transformationen zu-
sammensetzen lassen. Ein Beispiel fiir eine kontinuierliche Symmetrie ist die quanten-
mechanische Phase. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Zustands |w|? ist invariant
unter Phasentransformationen der Form

Uy) =ey. (2.30)
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Diese Transformation ldsst sich aus infinitesimalen Transformationen der Form
o0U(y) = (1 +ia)y zusammensetzen. Alle Transformationen U bilden eine Gruppe
unter Multiplikation, die Gruppe der unitéren Transformationen U (1). Zwei beliebige
Transformationen U; und U, kommutieren, [U;,U,] = 0. Eine Gruppe mit dieser Ei-
genschaft bezeichnet man als abelsche Gruppe. Die Gruppe U (1) gehort zur Klasse der
Lie-Gruppen. Details dazu finden sich im Standardwerk von Georgi [Geo99].

2.2.3 Das Eichprinzip in der QED

Das Eichprinzip fordert, dass die Lagrangedichte der QED invariant ist unter lokalen
Transformationen U der quantenmechanischen Phase a(x), also

io(x)

Y — Uy(x) = “Vy(x). (2.31)

Lokal bedeutet hier, dass die Phase eine Funktion des Raumzeitpunktes x ist. In der
Lagrangedichte ergeben sich durch die Transformation der Ableitungen des Feldes

A (x) — AU w(x) = % 9w (x) 4 ie"*™ y(x) Iy a(x). (2.32)

Der zweite Term kann durch eine Modifikation des Ableitungsterms kompensiert wer-
den:

Dabei ist D, die in Kapitel erwihnte kovariante Ableitung. Das Feld A* muss
hierbei wie folgt transformieren:

Ay ﬁA#—éaﬂa(x). (2.34)

Der Feldstirketensor F;y ist ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe. Man kann ihn
(immer) aus dem Kommutator der kovarianten Ableitung konstruieren:

I:D’u,Dv]ll/ - qu'uvl// = Fuv = ,LlAV - avAlJ. (2.35)

Die Lagrangedichte der QED (2.26)) enthilt einen Term fiir die Masse des Elektrons
(—myy). Ein Massenterm fiir das Photon in der Form 1/2 m*A uAH ist allerdings nicht
eichinvariant und somit nicht erlaubt. Zusammenfassend wurde durch das Eichprinzip,
also die Forderung nach lokaler Eichinvarianz, ein neues masseloses Feld A, eingefiihrt,
das mit dem Viererpotenzial der Elektrodynamik identifiziert werden kann.

2.2.4 Das Eichprinzip in Yang-Mills-Theorien und QCD

Yang und Mills haben das Eichprinzip auch auf nichtabelsche Eichgruppen erwei-
tert [Yan54]]. Als Beispiel soll hier die SU(3)-Gruppe diskutiert werden, die fiir die
QCD relevant ist. Die SU(3) ist die Gruppe der speziellen unitiren Transformationen
in drei Dimensionen. Die SU (3)-Gruppe besteht aus kontinuierlichen Transformationen
der Form

w(x) = Uy(x) = T y(x) (2.36)
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unter Verwendung der Summenkonvention fiir gleiche Indizes a = 1...8. Man bezeich-
net 7¢ als die ,,Erzeugenden” (Generatoren) der SU (3)-Gruppe (im Fall der U(1) war
die Erzeugende die Zahl 1) mit dem Kommutator

(T4, T = ifebeTe, (2.37)

wobei man die reellen Zahlen f abe a1 die ,,Strukturkonstanten der Gruppe bezeichnet.
Bis auf

1 V3
123 147 _ 246 _ 257 _ 345 _ 516 _ (637 458 __ 678

=1 = = = = = == = =— (2.38
f , ST == =TS o S =T 5 (2.38)
sind alle Strukturkonstanten 0. Die Erzeugenden 7¢ kann man z.B. durch die Gell-

Mann-Matrizen A¢ darstellen mit 7¢ = 1/2 A%

010 0 —i 0 1 0 0

Al=(1 00|, A*=|i 0 o}, A*=]0 -1 o],
000 0 0 0 0 0 0
001 0 0 —i 000

At=(o o0 0|, A’=100 0|, A°=]0 0 1],
100 i 00 010
00 0 , (100

AT=(0 0 —i], A®=—101 0]. (2.39)
0 i 0 V3\o 0 2

Analog zur QED ergibt sich aus der Forderung nach lokaler Eichinvarianz unter SU (3)-
Transformationen eine kovariante Ableitung

Dy = 9 +igT“Aq, (2.40)

wobei g die Kopplungskonstante der SU (3) ist, analog zur elektrischen Ladung ¢ in der
QED. In der SU(3) ergeben sich acht masselose Eichfelder Aj, die in der QCD mit den
Gluonen identifiziert werden. Bis hierher war die Herleitung der Lagrangedichte aus
dem Eichprinzip vollig analog zum Fall der U(1). Der entscheidende Unterschied zur
U(1)-Symmetrie ist, dass die Erzeugenden im Fall der SU(3) nicht kommutieren. Aus
diesem Grund bezeichnet man die Gruppe als nichtabelsch. Mit einer Entwicklung der
Eichtransformation ,,um Null*“ kann man zeigen, dass die Eichfelder wie

Al — A4 — éaﬂ a(x) — f ol (x)AS, (2.41)
transformieren miissen, um Eichinvarianz der Lagrangedichte zu garantieren. Auch der
Feldstirketensor der SU(3), F%,, erhilt einen neuen Term, wie man aus dem Kommu-

v
tator Dy, Dy herleiten kann:

Fl, = JuAS — 0yAY — g f™°ALAS, (2.42)

Die Lagrangedichte der Yang-Mills-Theorie ergibt sich dann zu

_—. — a a 1 a a
Lym = Y(id —m)y — quy' T yAj, — ZF”VF MY, (2.43)



2.3 Elektroschwache Theorie

31

Abbildung 2.2: Kopplungen in der QCD: Quarkkopplung an Gluonen und Selbstwechselwir-
kung der Gluonen.

Nichtabelsche Feldtheorien haben eine deutlich kompliziertere Dynamik als abelsche.
Die Lagrangedichte enthilt Terme proportional zu A und A%, die sich als Selbstwechsel-
wirkungen der Eichfelder interpretieren lassen, siche Abb. Der physikalische Grund
fiir die Selbstwechselwirkung in der QCD liegt in der Tatsache, dass die Gluonen die
Ladung der QCD (Farbladung) tragen, wihrend Photonen keine QED-Ladung tragen,
d. h. elektrisch neutral sind.

2.3 Elekiroschwache Theorie

2.3.1 Eichgruppe und Lagrangedichte

Als Eichgruppe der elektroschwachen Theorie wurde die einfachste mogliche Gruppe
gewihlt, die elektromagnetische und schwache Wechselwirkungen beschreibt, SU (2) x
U(1), das direkte Produkt der nichtabelschen Gruppe SU(2) und der abelschen Grup-
pe U(1). Die SU(2)-Gruppe bezieht sich dabei auf den schwachen Isospin. Der V—A-
Struktur der schwachen Wechselwirkung wird dadurch Rechnung getragen, dass die
linkshéindigen Fermionen Isospin-Dubletts und die rechtshiandigen Fermionen Isospin-
Singuletts sind:

V, u 1 1
L= ¢ it [=—,131=+- 2.44
(6>L7 ) (d)L7 , 3’ 3 3’ ( )

R=  er, ..., up,dg,..., mit I=1I5L=0. (2.45)

Daher bezeichnet man diesen Teil der Eichgruppe auch als SU (2).. Die Gruppe besitzt
drei Erzeugende, die Pauli-Matrizen 7’ := o;, siehe (2.6). Daher erhilt man drei (mas-
selose) Eichfelder W/, Wﬁ und Wﬁ. Wenn man aus den Erzeugenden 7! die Auf- und

Absteigeoperatoren 7= = (7! 4 i7?)/2 bildet, so ergeben sich die zugehorigen Kom-
ponenten von W, als W* = (W! iW?)/+/2. Ein drittes neutrales Eichfeld W3 bleibt
tibrig.

Es liegt zunidchst nahe, die U(1)-Gruppe mit der Eichgruppe der QED zu iden-
tifizieren. Wenn man aber verlangt, dass die Isospin-Dubletts U (1)-Singuletts sind,
ergédbe sich, dass beide Partner eines Isospin-Dubletts dieselbe elektrische Ladung ha-
ben miissten, was offensichtlich nicht erfiillt ist. Erst nach Anwendung des Higgs-
Mechanismus wird die U(1)-Gruppe der QED sichtbar werden. In Analogie zur Flavor-
Hyperladung wird daher die schwache Hyperladung ¥ gewdhlt, also laut Gell-Mann—
Nishijima-Formel eine Linearkombination aus Ladung und Isospin: I3 = aQ + bY .
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Mit der Forderung Y (e; ) =Y (V. ) = —1 und der Wahl a = 1 (Festlegung der Skala der
Ladung) ergibt sich b = 1/2, also

Y =2(0-h). (2.46)

Die U(1)y besitzt mit Y eine Erzeugende und folglich auch ein masseloses Eichfeld B,,.
Damit lautet die vollstindige Eichgruppe SU(2), x U(1)y.

Die Lagrangedichte der elektroschwachen Theorie soll zunichst fiir die Quarks und
Leptonen der ersten Familie formuliert werden, also fiir L = (e, V,)r, (u,d);, und R =
€R, UR, dRZ

1 1 - .5
Low = _ZB“"BW - ZW[[‘VW“’“V +iLIPL+ iRDR. (2.47)
mit folgenden Definitionen:
BﬂV — a‘qu - a\/B‘u7 (2.48)
Wi, = oWy — Wi — ge ™ WIWy, (2.49)
a Y
DuL = (au + ig%Wﬁ + ig'EBu) L (2.50)
Y

Durch das direkte Produkt der Eichgruppen SU(2)z und U(1)y finden sich zwei Kopp-
lungskonstanten g und g, so dass die schwache und die elektromagnetische Kraft nicht
im eigentlichen Sinne vereinheitlicht werden.

2.3.2 Higgs-Mechanismus

Die Eichfelder der elektroschwachen Theorie sind bislang masselos. Wie in der QED
wdren somit Terme ~ WﬁW“’“ oder ~ B, B* nicht eichinvariant. Die Massen der Eich-
felder (und auch der Fermionen) werden in der elektroschwachen Theorie durch einen
zusitzlichen Mechanismus, den Higgs-Mechanismus, realisiert. Dazu wird der Lagran-
gedichte ein zusitzliches skalares Feld hinzugefiigt. Dadurch wird die SU (2), x U(1)y-
Symmetrie ,,spontan gebrochen®, d.h. der Grundzustand der elektroschwachen Theo-
rie (das ,,Vakuum®) besitzt die Symmetrie der Lagrangedichte nicht mehr. Ein Beispiel
dafiir in zwei Dimensionen ist das ¢*-Potenzial V = u?¢¢* + 1 /2(¢¢*)?, wie in in
Abb. illustriert. Dieses ,,Mexican Hat“-Potenzial ist rotationssymmetrisch, d. h. in-
variant unter globalen Transformationen der Form ¢’ = ¢/*¢. Fiir u?> < 0 gibt es nicht
mehr ein einziges Minimum am Ursprung, sondern undendlich viele Minima auf einem
Kreis mit dem Radius y/—u?/A.

Das Goldstone-Theorem besagt, dass zu jeder Erzeugenden einer gebrochenen Sym-
metrie ein masseloses Boson gehort, das als ,,Nambu-Goldstone-Boson* bezeichnet
wird. In Abb. [2.3]entspricht das der Bewegungsrichtung entlang des Minimums. Wenn
man spontane Symmetriebrechung (SSB) auf eine lokal eichinvariante Theorie an-
wendet, so ergibt sich eine wichtige Ausnahme vom Goldstone-Theorem, der Higgs-
Mechanismus: unter Ausnutzung der lokalen Eichfreiheit kann man Nambu-Goldstone-
Bosonen ,,wegeichen®, so dass nur die massiven Eichbosonen iibrig bleiben. Man sagt
auch, die Eichbosonen ,fressen die Nambu-Goldstone-Bosonen auf, um selbst massiv
zu werden®.
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Abbildung 2.3: Illustration des ¢*-Potenzials ohne spontane Symmetriebrechung (SSB) fiir
u? >=0 (links) und mit SSB fiir u? < 0 (rechts).

Das Higgs-Feld im Standardmodell

Im SM fiihrt man die einfachste Version eines skalaren Feldes ein, das Massen fiir
drei massiven Eichbosonen der elektroschwachen Theorie erzeugen kann, gleichzeitig
das Photon masselos lidsst sowie der SU(2). x U(1)y-Symmetrie der Lagrangedichte
geniigt. Dies ist ein Isospin-Dublett zweier komplexer skalarer Felder

D o mit [ ! I il nd Y=1 (2.52)
= 1 = — == - u — 1. .

90 2 P2
Dieses Higgs-Feld @ besitzt vier Freiheitsgrade. Zur Lagrangedichte wird also ein

kinetischer Term und ein Wechselwirkungsterm fiir das Higgs-Feld hinzugefiigt und
zusitzlich ein Potenzialterm, der die spontane Symmetriebrechung hervorruft:

2 1 )u EA
Litiggs = (Du®)' (DA &) — %chcp ~ (0T (2.53)
Dabei lautet die kovariante Ableitung des Higgs-Feldes
N ¢
Dy®=(9dy +lg?Wu +ig EB” P. (2.54)

Um SSB zu erreichen, wihlt man u? < 0. Die physikalischen Felder werden festgelegt,
indem man zunéchst aus allen moglichen Minima des Higgs-Potenzials den Vakuumer-
wartungswert des Higgs-Feldes auswihlt:

(0|q>|0>:%<(v)) mit v::\/_T”z. (2.55)

Die physikalischen Felder ergeben sich dann durch Entwicklung des Higgs-Potenzials
um den Vakuumerwartungswert:

L0 iy
°— = (v By (x)) e , (2.56)
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wobei die Exponentialfunktion unter Verwendung der Eichfreiheit eliminiert werden
kann (,,Unitarititseichung”). Das Feld ¢ (x) ist das physikalische Higgs-Feld. Damit ist
das Higgs-Teilchen im Standardmodell ein neutrales Spin-0-Teilchen.

Massive Eichbosonen

Aus der kovarianten Ableitung |D, ®|*> = (D, ®)T(D* &) kann man nun die Massenter-
me fiir die Eichbosonen ablesen:

2,2 2 2 /
g _ % — B

LBosonmasse = TW;_WA’ + (B'uaW#’O) ) (_ggg/ ;28 ) (WE)> (2.57)
Die dabei auftretende Massenmatrix wird diagonalisiert, um die physikalischen Eichbo-
sonen zu erhalten:

B\ [cosBy —sinfy )\ [Ay . L 8
<W,9) o <sin9w cos By ) (Zu) it cos O = W’ (%)

wobei Gy mit sin? 6w ~ 0,23 ,schwacher Mischungswinkel“ oder ,,Weinberg-Winkel*
genannt wird. Damit lauten die Massenterme
g2

+ H,—
WA W

1 2
sz(g2 +87)Z,Z" +0-A A" (2.59)
Die elektroschwache Theorie besitzt also Massenterme fiir die W*-Bosonen und das
Z-Boson, wihrend das Photon masselos bleibt. Mit anderen Worten, die SSB bricht
die SU(2)1, x U(1)y-Symmetrie, ldsst aber die U(1)em der QED intakt. Aus Gleichung
(2.59) liest man ab:

2
v

my =" mi= Z(g2 +¢%). (2.60)

Es ergibt sich somit der Zusammenhang my = mzcos 6y oder
(2.61)

der letztlich eine Konsequenz der Wahl des Higgs-Feldes im SM ist. Da physikalische
Modelle jenseits des SM pg # 1 vorhersagen, stelle eine Messung von pg einen wichti-
gen Test des Higgs-Sektors des SM dar.

Fermionmassen

Die Massenterme der QED, z. B. —mée = —m(epeg + égey) fiir Elektronen, sind nicht
eichinvariant unter SU (2)r.. Die SU (2)1, x U(1)y-Symmetrie erlaubt es aber, zusitzliche
Terme in die Lagrangedichte einzufiigen, die die Kopplung des Higgs-Feldes an die Fer-
mionen beschreiben. Diese Terme sind ,,Yukawa-Kopplungen®, d. h. Kopplungen zwi-
schen Fermionfeldern y und skalaren Feldern ¢ der Form y¢ wﬂ Aus solchen Termen

ZYukawa hat diese Terme zur Beschreibung der Kernkriifte durch den Austausch massiver Mesonen
verwendet. Leitet man ein skalares Potenzial aus ihnen ab, so ergibt sich die Form des Yukawa-Potenzials

e "% r.
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konstruiert man dann eichinvariante Massenterme, hier zunéchst fiir Leptonen:
gYukawa = - \/Ef [L(DR + R((pT)*L}

SSB _f {l_, (0> R—I—R(O,V)L:| = —fvee. (2.62)

1%

Es bleiben also nur Masseterme fiir die geladenen Leptonen {ibrig, die Neutrinos blei-
ben masselos. Fiir Quarks ist die Massenerzeugung etwas komplizierter, sieche Ab-
schnitt[2.3.4]

2.3.3 Lepton-Wechselwirkungen der elektroschwachen Theorie
Elektromagnetische Wechselwirkung

Durch Einsetzen von A, in die kovariante Ableitung in Gleichung (2.47) erhdlt man
folgende Kopplung von A, an den elektromagnetischen Strom:

/

88
/ g2 + g/2
Wenn man dies mit der Lagrangedichte der QED in Gleichung (2.26)) vergleicht, kann

man die Ladung des Elektrons durch die Kopplungskonstanten g und g’ der elek-
troschwachen Theorie ausdriicken:

Lom = qeJSm AR = Y e AR (2.63)

/

88

RERVEEYT

= gsin Oy = g’ cos Oy . (2.64)

Geladene Strome

Entsprechend ergeben sich auch die geladenen V—A-Strome (charged currents, CC),
die schon aus der schwachen Wechselwirkung bekannt sind. In der elektroschwachen
Wechselwirkung ist hierbei Fermis Kontaktwechselwirkung durch die Kopplung an die
W-Bosonen ersetzt:

V2

g (5.1 (.1
= "5 KVEY"E(I —}‘5)€> W™+ (€Yu§(1 —Ys)Ve> W’”-} (2.65)
Die Feynman-Diagramme zu den CC-Kopplungen sind in Abb. gezeigt. Wenn man
die CC der elektroschwachen Wechselwirkung mit der Kontaktwechselwirkung der V—
A-Theorie vergleicht, erhilt man

8 2 1 GF 2 1
__ R — = ) Va— y 2.66
(m) V2 V2Gr (2:60)

wobei G die Fermi-Konstante der schwachen Wechselwirkung ist. Der Term 1/ m%,
deutet auf einen W-Boson-Propagator hin. Da Gy = 1,16637(1) - 107> GeV 2 aus Mes-
sungen etwa des Myonzerfalls sehr genau bekannt ist, kann man den Vakuumerwar-
tungswert des Higgsfeldes, also die typische Energieskala der elektroschwachen Wech-
selwirkung, bestimmen, v ~ 246 GeV.
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e €

ij V@
Abbildung 2.4: Kopplung der Leptonen an das W-Boson in der elektroschwachen Wechselwir-
kung mittels geladener Strome.

Neutrale Strome

Die Existenz neutraler Strome (neutral currents, NC), also Kopplung der Fermionen an
das Z-Boson, ist eine Vorhersage der elektroschwachen Theorie, die noch nicht in der
V—A-Theorie enthalten war. Die Kopplung der Leptonen an das Z-Boson ist gegeben
durch

/02 & o2

g tg

%! NC — T‘]’EIC Vs
8

1 1
= (1= ) Ve— ey~ (1 — 2sin? Oy (eyee) | ZH.
Seos Ve?’uz( ¥5) Ve eyﬂz( ¥5) e+ 2sin” 6y (ey.e)
(2.67)

Damit enthalten NC-Wechselwirkungen linkshdndige Kopplungen an Neutrinos und
Elektronen, fiir letztere aber auch eine Beimischung elektromagnetischer Kopplungen
~ 2sin® By Ju

2.3.4 Quark-Wechselwirkungen der elektroschwachen Theorie

Fiir Quarks sind die Wechselwirkungen der elektroschwachen Theorie komplizierter als
fiir Leptonen. Das hédngt damit zusammen, dass alle Quarks u,d,c,s,t,b massiv sind
und die Masseneigenzustdnde nicht die Eigenzustinde der elektroschwachen Wechsel-
wirkung sind. Ohne den Effekt der Quarkmischung sind die SU (2),-Multipletts gegeben
durch

0 = (Z), ug, dg (2.68)
L

mit den Hyperladungen Y (Qr) = 1/3, Y (ug) =4/3 und Y (dg) = —2/3.

Yukawa-Kopplung

Da die u-Quarks im SM im Gegensatz zu den Neutrinos massiv sind wird fiir sie ein
weiterer Term in der Yukawa-Kopplung benoétigt, insgesamt ergibt sich dann

Lyukawa = — fu (OLPug) — f1 (QLPdR) + h.c. (2.69)

Dabei bendtigt man keine Erweiterung des Higgs-Sektors, denn fiir die u-Quarks kann
man @ = it>®* verwenden. Dariiber hinaus wird die Yukawa-Kopplung fiir Quarks
durch die Quarkmischung eine Matrixgleichung

Brskawa = — 2P (0F Dub) — r%P (O b +h.c. (2.70)
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Die Massenparameter werden also zu Matrizen, durch deren Diagonalisierung man die
Massen der physikalischen Teilchen erhiilt.

Geladene und neutrale Strome

Durch die Diagonalisierung der Massenmatrix erhélt man im geladenen Quarkstrom die
CKM-Mischungsmatrix Vegm:

d

|
Jf{ccz(ﬁ,c_,f)?’ui(l—?s)VCKM ls) : (2.71)

Die neutralen Strome haben dieselbe Dirac-Struktur wie der kinetische Term édu. Damit
bleiben sie wie dieser bei der Diagonalisierung der Massenmatrix unbeeinflusst. Der
neutrale Strom fiir Quarks lautet somit:

[ 1 4 u
J}fc = (i,c,) [yﬂi(l—}g)—gsmzewyﬂ} c
t
- -1 2 ., d
—(d,s,b) 7#5(1—y5)—§s1n Owyu| | s]- (2.72)
b

2.3.5 Vektor- und Axialvektorkopplungen

Aus Gleichung ergibt sich, dass geladene Strome reine V—A-Strome sind. Die
Struktur der neutralen Strome wird dadurch transparenter, d. h. man kann sie in links-
und rechtshindige Kopplungen und/oder Vektor- und Axialvektoranteile zerlegt. Man
setzt fiir beliebige Fermionen f (Leptonen oder Quarks) an mit

V! -1
Be ~ |eh(Taz(1+ 8+ el (g1 -9 2
[ oS FoJf
= gR;LgL (Fruf) — B2 (fmf)] Z
= |el (Fms) — gk (Frunsp)] 22 @73)

Durch Koeffizientenvergleich mit Gleichungen (2.67) und (2.72) erhilt man so folgende
Kopplungen:

g, = I —2qssin®6y, (2.74)
gl = 1. (2.75)
In der elektroschwachen Theorie besitzen neutrale Strome also keine reine V—A-Struktur

wie geladene Strome. Messungen von g{; und g£ stellen somit einen Test der elek-
troschwachen Theorie dar.
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