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9. Il moltiplicatore

9.1 Generalità sui moltiplicatori paralleli 

Il principio di funzionamento dei moltiplicatori paralleli generalmente impiegati nei circuti VLSI è piuttosto semplice. Esso ha origine dal classico algoritmo per il prodotto di due numeri binari. 
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L’esempio riporta due moltiplicazioni, in quella riportata a sinistra sono stati considerati operandi senza segno, mentre in quella di sinistra gli operandi sono rappresentati in notazione in complemento a due. 

In generale, il risultato della moltiplicazione di due stringhe di n bit è una stringa di 2n ( 1 bit ottenuta dalla somma di n prodotti parziali.  Il prodotto parziale i-esimo, dove 0 ( i ( n (1, è dato dal prodotto dell’i-esimo bit del moltiplicatore per il moltiplicando, questa cifra è spostata di i posizioni a sinistra. Possiamo distinguere due fasi: la generazione dei prodotti parziali e la loro somma.

L’accelerazione del processo di moltiplicazione è basata su due principali espedienti: 

· riduzione del numero dei prodotti parziali,

· accelerazione nella addizione dei prodotti parziali. 0<=  i  <=n-1 
Saranno ora trattate la teoria e le tecniche impiegate nella realizzazione del moltiplicatore dell’ALU di TARZAN.

9.1.1 La riduzione dei prodotti parziali: la codifica di Booth 

La tecnica utilizzata per la riduzione del numero dei prodotti parziali è basata su una modifica del noto algoritmo proposto da Andrew D. Booth nel 1950 (codifica di Booth, [Booth]). La codifica di Booth modificata è opera di O. L. MacSorley (1961, [MacSorley]) e sarà ora illustrata.

Si consideri il numero binario X = x m(1,x m(2,...,x0, di m bit secondo la rappresentazione in notazione in complemento a due: 

X = (2m(1xm(1 + 


(9.1)

una rappresentazione equivalente di X in forma ridondante in base 4 è la seguente:

X = 


(9.2)

Le cifre di sono scelte dall’insieme {(2, (1, 0} in accordo con le regole della tabella 9-1:
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Tabella 9-1, tavola della verità del codificatore di Booth modificato.

Gli elementi di si determinano nel modo seguente. Ad ogni passo i, (0 ( i ( (m/2)(1), tre bit di X, x2i+1,x2i,x2i(1, vengono esaminati; il corrispondente valore di di è ottenuto quindi dalla tabella 9-1. Sono necessari due accorgimenti preliminari: alla destra di X deve sempre essere concatenato uno zero; il secondo accorgimento è che m deve essere sempre pari, quindi, se necessario, si deve estendere il bit di segno di X. 

Per la dimostrazione della correttezza di questa procedura si veda [Rubinfield].

Sia data ora una sequenza binaria Y di n bit. Si desidera calcolare il prodotto XY. Nella moltiplicazione m bit ( n bit, il numero moltiplicatore di m bit X deve essere codificato (equazione (9.2)) utilizzando l’algoritmo appena descritto. Il prodotto XY è dunque ottenuto addizionando m/2 prodotti parziali, Pi = diY, con 0 ( i ( m/2, che possono essere facilmente calcolati mediante le operazioni di shift e/o negazione del moltiplicando Y:

XY = 

 = 


(9.3)

Per calcolare la sommatoria (9.3),  gli m/2 prodotti parziali Pi devono essere addizionati in modo che l’(i+1)-esimo prodotto parziale sia incolonnato due posizioni alla sinistra dell’i-esimo prodotto parziale (nella (9.3) i Pi sono moltiplicati per la potenza  i-esima di 4).  

Si osservi che i prodotti parziali sono numeri in notazione in complemento a due, affinchè la loro somma sia corretta devono essere estesi in segno fino alla posizione m + n ( 1, come mostrato nell’esempio riportato all’inizio di questo paragrafo. Nei moltiplicatori paralleli, il costo aggiuntivo dovuto alle estensioni dei bit di segno, può essere considerevole. Al fine di evitare di dover aggiungere i bit di estensione, può essere utilizzata la seguente tecnica [Fadavi].  Si assume che tutti i prodotti parziali siano negativi. In questo caso, la somma di tutti i bit di estensione, può essere precalcolata:

segni =  

= 2n((1)

 

(9.4)

La relazione (9.4) può essere interpretata col significato che un numero fissato, ((1)[(2m(1)/3], potrebbe essere aggiunto alla somma dei prodotti parziali (non estesi), a partire dalla posizione n-esima. Questo numero, se espresso in binario è uguale a 1010101...010111, dove ci sono esattamente (m/2) - 1 zeri. Se dovesse risultare che un prodotto parziale, Pi = diY è invece positivo, si dovrà semplicemente sostituire il suo bit di segno con un ‘1’, in modo da annullare l’effetto della precedente assunzione a proposito della negatività del prodotto parziale Pi. L’esempio che segue illustra il metodo di moltiplicazione mediante codifica modificata di Booth e la prevenzione dell’estensione dei bit di segno.


ESEMPIO 9-1

Si vuole calcolare il prodotto X (Y dove:

X = 010110 (= 22)    m = 6

Y = 1101     (= (3)    n = 4


9.1.2 L’ addizione dei prodotti parziali

La somma dei prodotti parziali in un moltiplicatore parallelo è tradizionalmente eseguita utilizzando dei full-adder (cfr § 7.1) connessi in una struttura ad albero di somma carry-save (CSST: carry save summation tree). Complessivamente si ha una struttura ad albero tridimensionale dove una sezione verticale rappresenta un CSST per una particolare posizione i dei bit (PPST: partial product summation tree). Una sezione verticale alla ventesima posizione di bit è stata introdotta da C. S. Wallace (‘63) [Wallace] ed è riportata in figura 9-1.


Figura 9-1, albero di Wallace.

Se al livello j nell’albero (i livelli si considerano crescenti a partire dall’alto), i bit da sommare sono n, allora vengono impiegati k =

 full-adder; i k riporti generati andranno sommati nel livello j + 1 dell’albero i + 1, mentre i k bit di somma del livello j costituiranno gli ingressi dei 

addizionatori del livello j + 1, insieme ai k bit di riporto provenienti dal livello j dell’albero i ( 1. Poiché il numero di bit da sommare si riduce di un terzo ad ogni livello, la profondità dell’albero di Wallace è O(log N), dove N è il numero iniziale di bit. I due bit di uscita Si e Ci+1, rappresentano rispettivamente l’i-esimo bit e l’(i+1)-esimo bit di due numeri  dalla cui somma si ottiene il risultato finale della moltiplicazione. Utilizzando una struttura PPST e un addizionatore finale di tipo CLA, si può dunque eseguire la somma di n prodotti parziali in tempo O(log n).

Il cammino critico nel PPST può essere contenuto interamente nel CSST di posizione N, o può attraversare diversi CSST terminando nella posizione N al centro del PPST, come mostrato in figura 9-2.


Figura 9-2, "Partial Product Summation Tree"

Per aumentare la velocità del PPST non solo si deve ridurre il numero di livelli nel CSST di posizione N, ma ci si deve anche assicurare che tutti i segnali originati dai CSST delle posizioni di ordine più basso (i = 1,..,N-1), non contribuiscano al ritardo del segnale nella posizione N. Si può osservare in figura 9-2 che il ritardo del cammino critico verticale dei CSST alla posizione i, con i = 1,...,N-1, non è importante perché esso contiene meno livelli del CSST di posizione N.

La tecnica utilizzata per sommare i prodotti parziali nel moltiplicatore dell’ALU di TARZAN è fondata, in linea di principio, sullo schema PPST; la differenza sostanziale è l’introduzione di un’architettura sostitutiva per i  CSST  basata su particolari dispositivi detti compressori [Oklobdzija].

  Si definisce compressore Ci un dispositivo combinatorio che comprime N linee di input (colonne di bit) nella posizione i, in due linee di output. In aggiunta ci sono L linee di input entranti nel compressore a diversi livelli j, e lo stesso numero di linee L generate dal compressore ai medesimi livelli j, dove L = N ( 3, come mostrato il figura 9-3.


Figura 9-3
Lo scopo di un compressore è quello di ridurre il numero di bit a due. Le linee L, sia entranti che uscenti, sono segnali di riporto. È estremamente importante che le linee L in uscita da Ci siano connesse, nello stesso ordine, alle linee di input L di Ci+1 in modo che i segnali originati da un qualche livello j di Ci entrino nello stesso livello j di Ci+1. Ciò preserva l’ordinamento dei segnali e impone una particolare struttura d’interconnessione del PPST.

In figura 9-4 è riportato il diagramma schematico di un compressore 4 : 2.


Figura 9-4, compressore 4 : 2

Un compressore 4 : 2 ha 4 linee di ingresso i1, i2, i3, i4, che raccolgono i 4 bit che devono essere sommati, e due linee di uscita s e c, risultato della compressione. Le linee aggiuntive, per il riporto sono Cin e Cout (in questo caso poiché N = 4, L = 4 ( 3 = 1 e c’è un solo livello). 

Dallo schema di figura 9-4, è possibile ricavare direttamente le espressioni booleane delle uscite a, c e Cout:

a  =  

;



(9.5)

c  =  

;
(9.6)

Cout  =  

.



(9.7)

Come è facile osservare, il riporto in uscita Cout non dipende dal riporto in ingresso Cin: il riporto si propaga soltanto dal compressore di posizione di bit j, che lo genera, a quello di posizione j+1 con un ritardo equivalente a quellodi tre porte XOR.

 Utilizzando i compressori 4:2 e dei full-adder è possibile creare dei compressori di ordine superiore, cioè i compressori 6:2 e i compressori 9:2, come mostrato in figura 9-6. Si osservi che i normali full-adder possono essere utilizzati direttamente come compressori 3:2 (secondo la definizione data, in questo caso, si ha L = 0).


Figura 9-5, compressori 9:2 e 6:2

Un recente studio condotto da V. G. Oklobdzija e D. Villeger [Oklobdzija], ha dimostrato come gli PPST basati sui compressori 4:2 siano più efficienti dei tradizionali PPST implementati usando CSST di Wallace. I vantaggi dell’impiego di compressori di ordine superiore (compressori 9:2) sono la maggiore compattezza e una distribuzione regolare dei collegamenti (wiring), anche se la loro efficienza non aumenta con l’aumentare della loro dimensione.

9.2 Le operazioni di moltiplicazione dell’ALU di TARZAN

Come anticipato nel capitolo 6 (tabella 6-1), l’ALU di TARZAN esegue due diverse operazioni di moltiplicazione indicate col codice mnemonico MUL e MULA sugli operandi Op1 e Op2, che, si ricorda, sono numeri binari in notazione in complemento a due a 32 bit.

Il risultato dell’operazione MUL è costituito dai 32 bit meno significativi del prodotto effettivo Op1  Op2 di 64 bit;  la condizione di over-flow dovrà essere vera se i 32 bit più significativi del risultato non costituiscono una estensione del suo bit di segno.

L’operazione MULA produce un risultato che è ottenuto da una moltiplicazione e una concatenazione. La moltiplicazione è eseguita su degli operandi “ridotti”: vengono considerati come fattori i 24 bit meno significativi di Op1 ed Op2 secondo la rappresentazione in notazione in complemento adue su 24 bit. Il risultato finale è ottenuto concatenando a sinistra dei 24 bit meno significativi del prodotto, gli 8 bit più significativi di Op1. La condizione di over-flow dovrà essere vera se il prodotto, di 48 bit, non appartiene all’insieme dei numeri validi per la notazione in complemento a due su 24 bit.

La necessità di una operazione particolare come la MULA è dovuta al fatto che il formato dell’indirizzo globale di 32 bit generato da TARZAN è dato da due campi, di cui uno, composto dagli 8 bit più significativi, è riferito all’indirizzo remoto (cfr. § 2.3.1); per cui si desidera eseguire delle moltiplicazioni sugli indirizzi globali che lascino inalterato questo campo.

9.3 L’architettura del moltiplicatore

Lo schema di figura 9-6 rappresenta l’architettura del moltiplicatore al livello gerarchico più alto (entità MUL_TOP). Essa è costituita da una pipeline a tre stadi, nello schema ciascuno stadio è all’interno di un’area tratteggiata. Le operazioni MUL e MULA sono eseguite dalla stessa pipeline impiegando tre cicli di clock. Come precedentemente visto per l’addizionatore, anche il moltiplicatore lavora ininterrottamente: ad ogni ciclo esso esegue un’operazione MUL o una MULA in base al bit meno significativo C(0) del microcodice, è infatti sufficiente questo bit a distinguere le due operazioni (tabella 6-1).

Il blocco contrassegnato col nome “preparatore operandi” ha lo scopo di rendere omogenee le operazioni MUL e MULA. Nel caso della MULA gli 8 bit più significativi degli operandi vengono sostituiti con 8 bit di estensione del bit di segno. Si osservi che gli 8 bit più significativi dell’operando Op1 vengono inviati inalterati al terzo stadio attraverso due registri di 8 bit, in modo che possano essere copiati nel risultato, come previsto dall’operazione MULA. Il bit di microcodice C(0) subisce lo stesso trattamento, cioè viene propagato inalterato fino all’ultimo stadio dove funge da segnale di controllo per il recupero degli 8 bit più significativi di Op1 e per la selezione del segnale di over-flow. 

Il codificatore di Booth ha il compito di generare i 16 (32/2) prodotti parziali della moltiplicazione di Op1 x Op2. Il suo funzionamento è basato su quanto esposto nel § 9.1.1 e sarà descritto dettagliatamente nel § 9.3.1. Si osservi che, oltre ai 16 prodotti parziali, il codificatore genera in uscita un vettore di 32 bit che contiene gli eventuali riporti originati durante il processo di codifica.

Come ultimo passo del primo stadio, i 16 prodotti parziali vengono inviati a gruppi di quattro, in quattro dispositivi compressori di prodotti parziali (CPP 4:1), ottenendo complessivamente in uscita otto somme parziali di 39 bit ciascuna, che vengono inviate in appositi registri per essere utilizzate dal secondo stadio al successivo ciclo di clock.


Figura 9-6, architettura top level del moltiplicatore

Nel secondo stadio della pipeline, le otto somme parziali prodotte dal primo vengono compresse insieme al vettore dei riporti dal dispositivo “compressore 9:2” descritto nel § 9.3.3; le due uscite a 64 bit vengono infine inviate al “compressore finale 3:2” che esegue l’ultima compressione  tra queste e la costante aggiuntiva prevista dalla tecnica di prevenzione dell’estensione dei bit di segno vista nel § 9.1.1. 

Nel terzo stadio viene eseguità l’addizione tra i due numeri di 64 bit risultato finale del processo di compressione dei prodotti parziali. Questa somma è eseguita parallelamente da due addizionatori da 32 bit: il primo esegue l’addizione dei 32 bit meno significativi degli operandi, il cui risultato, SLOW, è inviato al modulo che genera il risultato finale della moltiplicazione, mentre l’altro esegue l’addizione dei 32 bit più significativi e il risultato, SHIGH, è inviato al modulo di controllo dell’over-flow insieme al riporto CLOW del primo addizionatore.

Il blocco indicato nello schema come “generatore del risultato” è controllato dal bit C(0) del microcodice relativo a due cicli di clock precedenti, cioè quando è iniziata l’operazione. Se C(0) = 1, l’operazione richiesta era una MULA, quindi viene inviata in uscita come risultato della moltiplicazione la sequenza ottenuta concatenando gli 8 bit più significativi di Op1 memorizzati nell’apposito registro (conservati per due cicli di clock, come C(0) ) con i 24 bit meno significativi del risultato della somma finale SLOW. Altrimenti viene inviato direttamente in uscita SLOW.

Il controllo dell’over-flow viene eseguito in base a SHIGH, CLOW e il bit di segno di SLOW; in questo modo si evita il calcolo per esteso (64 bit) della somma dei prodotti parziali. La condizione di over-flow è vera quando la somma SHIGH + CLOW (che non viene effettivamente calcolata) non costituisce l’estensione del bit di segno di SLOW. Nel caso dell’operazione MULA si ha over-flow se è vera la condizione precedente e gli 8 bit più significativi di SLOW non costituiscono un’estensione del bit SLOW(23), che rappresenta il bit di segno nella notazione in complemento a due su 24 bit. 

Il diagramma di figura 9-7 illustra le entità dell’implementazione VHDL del moltiplicatore e la loro gerarchia. I componenti che compaiono nello schema di figura 9-6 ma non nel diagramma 9-7, cioè il preparatore degli operandi, i registri, il generatore del risultato e il controllore dell’over-flow, sono implementati direttamente a livello top come processi (registri cfr. cap. 6) o insiemi di assegnamenti concorrenti.


Figura 9-7, gerarchia delle entità VHDL del moltiplicatore

Le entità del moltiplicatore saranno ora sinteticamente descritte a livello architetturale, funzionale e implementativo.

9.3.1 Il codificatore di Booth

 La tavola della verità della codifica di Booth modificata (tabella 9-1) fornisce una naturale implementazione di questo algoritmo. Le tre variabili x delle righe della tabella possono essere utilizzate come segnali di controllo di un selezionatore di dati, costituiti dai prodotti parziali Ydi, con 0 ( i ( m/2 ( 1. Il seguente schema illustra questa idea.


Figura 9-8, implementazione della codifica di Booth modificata

Nel caso specifico Y = Op2, X = Op1 ed m = 32. Occorrono dunque16 selezionatori di dati per generare in parallelo i 16 prodotti parziali relativi al prodotto Op1 ( Op2. Ciascun selezionatore è realizzato con tanti multiplexer 8 a 1 (cfr. § 7.3) quanti sono i bit necessari a contenere i multipli di Op2, cioè 33. Ciascun multiplexer genererà il j-esimo bit dell’i-esimo prodotto parziale, ovvero Pi(j), avendo in ingresso i j-esimi bit dei multipli di Op2.

L’implementazione VHDL del codificatore consiste in alcuni semplici assegnamenti concorrenti per la generazione dei multipli di Op2, e in due istruzioni generate annidate che consentono di istanziare i 16 ( 33 multiplexer 8-a-1 e di realizzare automaticamente le connessioni. 

Si osservi che i multipli negativi di Op2 (cioè (Op2, (2(Op2), richiedono una operazione di negazione che implica l’inversione dei bit dell’operando e la somma di 1. Per minimizzare il ritardo, la somma degli 1 non viene eseguita in questa fase ma viene posticipata al secondo stadio della pipeline. Per questo il codificatore genera in uscita un vettore di 32 bit, che nelle sole posizioni 2i, (i = 0,2,4,...,32) contiene un 1 se il  prodotto parziale Pi/2 è (Op2 oppure (2(Op2.

9.3.2 I compressori dei prodotti parziali

Il moltiplicatore possiede sei dispositivi di compressione di colonne di bit: quattro compressori MUL_PPC_4_2, che lavorano in parallelo, il compressore MUL_PPC_9_2 e il compressore finale MUL_FCOMP. Tutti questi dispositivi, tranne l’ultimo, sono dei PPST (cfr. § 9.1.2) che impiegano i circuiti compressori 3:2, 4:2, 6:2 e 9:2 visti nel § 9.1.2.

I componenti di base sono i compressori 3:2 (full-adder) e 4:2. Il compressore 4:2 è implementato come l’entità MUL_CMP_4_2, la cui architettura è esattamente quella dello schema 9-4. L’architettura del MUL_CMP_6_2 (compressore 6:2) contiene due istanze del full-adder e una del MUL_CMP_4_2, così come l’entità MUL_CMP_9_2 ha un’architettura cosituita da due istanze del full-adder e una istanza del MUL_CMP_ 6_2, collegate come mostrato in figura 9-5.

L’entità MUL_PPC_4_2 esegue la somma di 4 dei 16 prodotti parziali originati dal codificatore di Booth. La figura 9-9 mostra il tipo di compressore utilizzato per ogni colonna i di bit


Figura 9-9, compressione dei prodotti parziali nel PPC 4:2

Il compressore MUL_PPC_9_2 esegue la compressione delle otto somme parziali prodotte dai 4 MUL_PPC_4_2 (di 39 bit) più il vettore di 32 bit generato dal codificatore di Booth. La figura 9-10 mostra, come nel caso precedente, il tipo di compressore utilizzato per ogni indice di colonna.


Figura 9-10, compressione delle somme parziali nel PPC 9:2

Le connessioni tra i vari compressori sono realizzate nel rispetto delle regole spiegate nel § 9.1.2.

Infine il compressore finale, implementato come l’entità MUL_FCOMP, è un addizionatore senza riporto a tre operandi. Due degli operandi sono i risultati della compressione eseguita dal MUL_PPC_9_2, il terzo è la costante di 32 bit “10101010...1011” che deve essere aggiunta come previsto dall’algoritmo di prevenzione dell’estensione del bit di segno a partire dalla posizione 32. L’architettura del MUL_FCOMP consiste di 32 full adder. Ciascun full adder esegue la somma dei bit  (i+32)-esimi degli operandi  e i-esimo (i = 0,1,...,32) della costate, il bit risultato dell’addizione e il riporto sono rispettivamente il bit (i+32)-esimo del primo addendo e il bit (i+32+1)-esimo del secondo addendo della somma finale. 

9.3.3 Gli addizionatori finali

Gli addizionatori finali sono due istanze dell’entità MUL_ADDER. L’archittetura di questa entità è analoga a quella dell’entità TWO_OP_ADDER vista nel capitolo 7. Le uniche differenze sono negli addizionatori della parte alta degli operandi, che nel MUL_ADDER sono di 32 bit (contro i 33 del TWO_OP_ADDER) e nella porta d’ingresso del riporto che è assente.
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39





39





39





39





64





65





64
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32 (63..32)





32 (63..32)





32 (31..0)





32 (31..0)





1





33





33





32





1(32)





32





A





B





A (31..24)





1





8





Code(0)





U(32)





U(31..0)





8





8





1





Cost





32





MUL_TOP


(moltiplicatore)





MUL_BOOT


(Codificatore di Booth)





MUL_PPC_4_2


(Compressore 1° stadio)





MUL_PPC_9_2


(Compressore 2° stadio)





MUL_FCOMP


(Compressore finale 2° stadio)





MUL_ADDER


(Addizionatori finali)





Multiplexer 8 a 1


(Libreria GTECH)





Full adder


(Libreria GTECH)





Addizionatore CLA 16 bit


(DWC)





MUL_CMP_4_2


(Compressore 4:2)





MUL_CMP_6_2


(Compressore 6:2)





MUL_CMP_9_2


(Compressore 9:2)
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    X(2i)
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      0       Y       Y      2Y    (2Y    (Y     (Y       0
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Selezionatore di dati





        7    6    5     4    3     2    1    0
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3:2





4:2





- - - - -





- - - - -





- - - - -





- - - - -
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