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7. L’ addizionatore

7.1 L’operazione di addizione tra numeri binari

L’obiettivo di questo paragrafo è quello d’illustrare i concetti fondamentali dell’operazione di addizione tra numeri binari ed alcune tecniche impiegate nella realizzazione dell’addizionatore dell’ALU di TARZAN.

Le operazioni di addizione tra cifre binarie si effettuano in base alle regole riportate nella seguente tabella:

X
Y 
Somma 
Riporto

0
0
0
0

0
1
1
0

1
0
1
0

1
1
1
1

Tabella 7-1
Questa tabella può essere vista come la tavola della verità di un circuito a due ingressi X e Y (addendi) e due uscite, S (somma) ed R (riporto). Le relative funzioni booleane sono:



          

,

le quali rappresentano un circuito semi-addizionatore o half-adder (si veda l’esempio ... del cap. 4).

La somma di due sequenze binarie di n bit, an(1,an(2,...,a0 e bn(1,bn(2,...,b0 si esegue iniziando col sommare a0 e b0 secondo le regole della tabella 7-1; S costituirà il bit meno significativo della sequenza risultato, mentre R dovra essere sommato ad a1 e b1. In generale il riporto generato dalla somma dei bit i-esimi si propaga in posizione  i + 1, per 0 ( i ( n (1.

Il circuito half-adder permette di effettuare l’addizione fra due cifre binarie ma non sa tener conto della propagazione del riporto dalle cifre meno significative verso quelle più significative. A tal fine è necessario disporre di un circuito a tre ingressi a, b (addendi), c (riporto da propagare) e due uscite s (somma) e c( (riporto dell’addizione). Tale circuito deve soddisfare la tavola della verità di figura 7-1, la quale è tipica di un addizionatore completo o full-adder.
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Figura 7-1, Full-adder

Un addizionatore binario ad n cifre può quindi essere realizzato secondo lo schema logico di figura 7-2, il suo principio di funzionamento è di per sé  evidente.


Figura 7-2, addizionatore “ripple carry”

L’addizionatore descritto, detto addizionatore a propagazione di riporto (ripple carry), effettua la somma in parallelo, nel senso che tutte le cifre dei numeri da addizionare sono simultaneamente applicate agli ingressi e le cifre della somma, a parte i ritardi introdotti dal circuito, appaiono simultaneamente in uscita. Tale ritardo, se i full-adder sono realizzati con circuiti logici a due livelli, è pari a 2n( dove ( è il ritardo introdotto da ciascun livello.

L’addizionatore ripple-carry, dato che il ritardo cresce in modo lineare col numero n di bit, può essere usato solo per n piccolo oppure in sistemi in cui la velocità non è di grande importanza: in tutti gli altri casi devono essere usate realizzazioni alternative.

7.1.1 Addizionatore parallelo “carry look ahead”

Poiché un addizionatore parallelo è una rete combinatoria, ciascuna uscita si (0 ( i ( n(1) è una funzione di commutazione si = (an(1,...,a0; bn(1,...,b0; c0) e, come tale, è in linea di principio realizzabile con una rete a tre livelli (un livello per fornire gli inversi degli addendi e due livelli per una realizzazione standard OR di AND). Tuttavia, per n grande, tali reti risulterebbero estremamente grandi e tecnologicamente poco realizzabili. Chiaramente, addizionatori adeguatamente veloci devono rappresentare un compromesso tra il modello a propagazione di riporto e quest’ultima soluzione.

Uno schema molto interessante e veloce è il cosiddetto addizionatore parallelo con pre-calcolo del riporto (CLA: carry look ahead); come il nome indica, tutti i riporti vengono calcolati separatamente come funzioni delle variabili d’ingresso e vengono, quindi, inviati in ingresso alle celle addizionatrici. La progettazione è basata sulle considerazioni seguenti. Dalla tavola della verità di figura 7-1 è possibile ricavare la seguente espressione per il riporto di peso i+1 :

ci+1 = aibi + (ai + bi)ci  

pertanto, quando ai = bi = 1 si ha ci+1 indipendentemente da ci, ovvero si genera un riporto ci+1; risulta dunque conveniente introdurre una nuova funzione gi, la funzione GENERATE per il bit di posizione i, che è data da gi = aibi. D’altra parte, quando ai + bi = 1 si propaga un riporto dalla posizione i-esima alla posizione (i+1)-esima: la funzione pi = ai + bi si definisce come funzione PROPAGATE per il bit di posizione i. Con queste definizioni si ha:

ci+1 = gi + pici       (7.1)

Va notato che le due funzioni gi e pi sono disponibili nello schema dell’addizionatore dato in figura 7-1, che pertanto viene modificato come mostrato nella figura 7-3.


Figura 7-3, addizionatore completo look-ahead

L’equazione (7.1) è ricorsiva, applicandola k volte si ottiene: 

ci+1 = gi + (pi)gi(1 + (pi pi(1)gi(2 + . . . + (pi pi(1. . . pi(k+1)gi(k  +  (pi . . . pi(k)ci(k  
L’ultima espressione dà ci+1 come funzione di gi,gi(1,...,gi(k,pi,pi(1,...,pi(k e ci(k e corrisponde ad una realizzazione a due livelli AND to OR; ovviamente c’è una limitazione sul fan-in delle porte, cosicchè la differenza  i ( k non può essere molto grande. 

Una tipica realizzazione di compromesso consiste nella suddivisione dell’allineamento delle n celle addizionatrici in segmenti contigui, ciascuno consistente di un piccolo numero di celle, ad esempio 4 o 5; all’interno di ciascun segmento si realizza un carry-look-ahead completo, mentre il riporto si propaga da un segmento all’altro.


Figura 7-4, addizionatore carry-look-ahead a 4 bit

Non saranno qui trattati  gli aspetti analitici del calcolo del ritardo di un addizionatore CLA [Rivest],[Preparata], è possibile dimostrare esso può sommare due numeri di n bit in un tempo O(log n) usando un circuito di dimensione ((n). Per avere un’idea della velocità di un’addizionatore CLA può essere utile il seguente esempio [Preparata]. Un addizionatore da 60 bit con unità CLA da 4 bit produce il bit più significativo della somma in un tempo pari a 33( , mentre un addizionatore da 60 bit ripple-carry impiega 120(  per ottenere lo stesso risultato.

7.1.2 Addizionatori paralleli “carry-select”

Siano an(1,an(2,...a0 e bn(1,bn(2,...,b0 due sequenze binarie di n bit, dove per semplicità si può supporre n pari. La loro somma può essere calcolata nel modo seguente. Si dividano le due sequenze A e B in due parti uguali, si considerino le due metà meno significative e si esegua la loro somma utilizzando una qualunque tecnica (come la tecnica CLA):

a(n/2)(1 a(n/2)(2 ... a0 +

b(n/2)(1 b(n/2)(2 ... b0 =

 

(((((((
      cn/2  s(n/2)(1 s(n/2)(2  ... s0
si ottiene la sequenza somma di n/2 bit s(n/2)(1 s(n/2)(2    ... s0, e il riporto cn/2 di peso n/2. Per completare l’addizione delle  sequenze originali di n bit occorre dunque sommare le due metà più significative an(1,an(2,...,an/2 e bn(1,bn(2,...,bn/2  aggiungendo alla somma il bit di riporto cn/2.  Essendo cn/2 una cifra binaria ci sono solo due possibilità, la parte più significativa della somma sarà ottenuta da una delle due seguenti  operazioni:

an(1  an(2  ...  an/2  +



an(1  an(2  ...  an/2  +

bn(1  bn(2  ...  bn/2  + 



bn(1  bn(2  ...  bn/2  +
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       cn = zn
 zn(1  zn(2    ...   zn/2 
 
       c(n = z(n    z(n(1  z(n(2    ...  z(n/2
Come è facile osservare, il risultato di queste due operazioni, dipende dagli n/2 bit più significativi degli addendi e dalle costanti ‘0’ e ‘1’. Le due sequenze Z = zn, zn(1, ..., zn/2 e Z( = z(n, z(n(1, ..., z(n/2 , possono dunque essere calcolate simultaneamente alla sequenza s(n/2)(1, s(n/2)(2, ..., s0, e nell’ipotesi che si impieghino addizionatori a n/2 bit dello stesso tipo, nell’istante in cui sarà generato il riporto cn/2 esse saranno già stabili in uscita. Il risultato finale S dell’addizione di A e B sarà ottenuto dai seguenti due passi:

1.  gli n/2 bit meno significativi di S sono dati dalla sequenza s(n/2)(1, s(n/2)(2,..., s0;

2.  la sequenza degli (n/2) + 1 bit più significativi di S, cioè sn, sn(1,..., sn/2, è pari a:

 
zn, zn(1, ..., zn/2       se cn/2 = 0, 

z(n, z(n(1, ..., z(n/2    se cn/2 = 1

Il passo 2 consiste nella selezione di una fra le due sequenze Z e Z(, in base al valore del riporto cn/2 (da qui ha origine il nome carry-select). Questa selezione può essere eseguita in parallelo da n/2 + 1 dispositivi selezionatori di dati o multiplexer 2-a-1 (cfr. § 8-3), uno per ogni coppia di bit zi e z(i, con n/2 ( i ( n, ciascuno dei quali utilizza cn/2  come segnale di controllo.

Se T era il tempo impiegato da un addizionatore a proagazione di riporto ad n bit per il calcolo della somma S di A e B, utilizzando questa tecnica il tempo scende a 

+ 3(. Il termine  

 è il ritardo impiegato dai tre addizionatori a n/2 bit per il calcolo di Z, Z( e la parte meno significativa di S, mentre 3( è il ritardo introdotto dal selezionatore (3 livelli di logica).

Il prezzo da pagare per avere questo risparmio di tempo e ovviamente l’aumento di area del cicuito. In questo caso se A era l’area dell’addizionatore ripple-carry a n bit, nel caso carry-select essa sale a 

+ AS  dove il primo termine e la somma delle aree dei tre addizionatori (ciascuna pari a A/2) e AS è l’area del selezionatore (in genere AS < A).

Nella tecnica discussa finora non è necessario che gli addendi A e B siano divisi in sole due parti. É possibile partizionare gli addendi in un numero k > 2 di parti, non necessariamente uguali ed utilizzare 2k ( 1 sommatori.  

7.2 Le operazioni di addizione e sottrazione dell’ALU di TARZAN

L’addizionatore è il dispositivo dell’ALU preposto al calcolo delle addizioni e delle sottrazioni a due operandi,  delle addizioni a tre operandi e del risultato di una particolare operazione, la SUB3, costituita da una somma e una sottrazione. 

Codice mnemonico
Microcodice

   C(3) C(2) C(1) C(0)
Operazione
Tempo di esecuzione
(in cicli di clock)

ADD
0   1   1   0
Op1 + Op2
1

SUB
0   0   0   1
Op1 ( Op2
1

ADD3
0   1   1   1
Op0 + Op1 + Op2
2

SUB3
0   0   1   0
Op0 + Op1 ( Op2
2

Tabella 7-2
Ricordando che gli operandi sono rappresentati in notazione in complemento a due e le proprietà di questa notazione riportate nel paragrafo 6-3, dovrebbe essere chiaro come le operazioni di sottrazione SUB e SUB3 possano essere eseguite dallo stesso dispositivo che esegue le addizioni ADD e ADD3. 

7.3 Architettura dell’addizionatore

In figura 7-5 è riportato lo schema a blocchi dell’entità ADDER_TOP che rappresenta l’addizionatore al livello gerarchico più alto.


Figura 7-5, l'addizionatore al livello TOP

L’addizionatore è dotato di una pipeline (cfr. § 1.3.3) a due stadi, rappresentati nello schema dalle parti racchiuse dal tratteggio, riservata all’esecuzione delle operazioni a tre operandi ADD3 e SUB3. Ciascuno stadio contiene un addizionatore a due operandi di 33 bit, ADDER1 e ADDER2 che costituiscono due istanze della stessa entità TWO_OP_ADDER di cui si discuterà più avanti. Il primo addizionatore, ADDER1, calcola il risultato sia delle operazioni a due operandi ADD e SUB sia il risultato parziale delle operazioni ADD3 e SUB3. 

Il primo stadio riceve gli operandi Op0, Op1 e Op2 e i 4 bit relativi al microcodice delle 4 operazioni, riportati nella tabella 7-2. Il microcodice viene tradotto in due segnali di abilitazione dal dispositivo DECODER: i segnali SUB e SUB3, i quali assumono il valore ‘1’ se è stato decodificato il codice dell’operazione omonima. Questi segnali hanno il solo scopo di attivare il dispositivo INVERTER che ha il compito di negare Op2 nelle sottrazioni. Si osservi che la pipeline è sempre attiva, le istruzioni ADD e ADD3 vengono eseguite ad ogno ciclo, indipendentemente dal microcodice.

I tre operandi in ingresso Op0, Op1 e Op2 vengono estesi in notazione in complemento a due 33 bit, in modo da poter eseguire le operazioni correttamente.

 Il dispositivo INVERTER ha tre ingressi, i segnali SUB, SUB3 e l’operando Op2, e due uscite, inv_out a 33 bit e il riporto inv_bit. Il suo compito è quello di eseguire la negazione di Op2 nel caso delle sottrazioni. Se l’operazione è una sottrazione (SUB or SUB3 = 1), l’uscita inv_out è il risultato dell’inversione dei bit di Op2, e il segnale inv_bit è posto a ‘1’. Quest’ultimo segnale è collegato con la porta carry_in (riporto in ingresso) di ADDER1 in modo che possa essere sommato il valore 1 alla somma di Op1 e inv_out per completare l’operazione di negazione. Se l’operazione è una addizione inv_out = Op2 e inv_bit = 0. 

I dispositivi OUT1 e OUT2 raccolgono rispettivamente l’uscita di ADDER1 e ADDER2, il loro compito è quello di generare il segnale di over-flow e di concatenarlo insieme al risultato finale nei segnali a 33 bit op2_res e op3_res. 

I registri, REGISTER1 e REGISTER2, memorizzano per un ciclo di clock, rispettivamente il risultato parziale calcolato dal primo stadio e l’operando Op0. 

7.3.1 L’addizionatore a due ingressi

In questo paragrafo si descriverà l’architettura dell’entità TWO_OP_ADDER. Gli addizionatori ADDER1 e ADDER2, compaiono nella descrizione VHDL del TOP_ADDER come due istanze di questo componente.

In figura 7-6  è riportato lo schema di TWO_OP_ADDER.


Figura 7-6, schema dell’entità TWO_OP_ADDER

La struttura è evidentemente quella di un’addizionatore carry-select, di cui si discusso nel paragrafo 7.1.2 . L’addizione dei due numeri a 33 bit A e B, è stata suddivisa nella somma dei 16 bit meno significativi  A(15...0) e B(15...0), il riporto di peso 16 agisce come controllo sul selezionatore di dati (multiplexer 2-a-1) che raccoglie le uscite a 17 bit dei due addizionatori che eseguono le somme A(32...16) + B(32...16) e A(32...16) + B(32...16) + 1. 

I tre addizionatori dell’entità TWO_OP_ADDER sono componenti della libreria Design- Ware di Synopsys (DWC, cfr § 5.2.1). Non esiste un sorgente VHDL per questi componenti avanzati, è possibile soltanto conoscerne le caratteristiche funzionali attaverso dei data-sheet. In questo caso, per l’ottimizzazione dell’entità TWO_OP_ADDER, il Design Compiler ha impiegato degli addizionatori di tipo carry-look-ahead (cfr. § 7.1.1). 

I vantaggi nell’utilizzo dei componenti Design-Ware sono molteplici.

 In primo luogo vi è la facilità con cui operazioni e funzioni matematiche possono essere implementate. Come già accennato nel capitolo 5, la libreria Design-Ware contiene un vasto insieme di componenti avanzati appositamente creati per risolvere i problemi aritmetici più comuni, ma anche alcuni problemi matematici particolarmente impegnativi. Questi componenti possono essere acceduti attraverso i sorgenti VHDL. I meccanismi per l’accesso sono l’istanziamento e l’inferenza tramite funzione od operatore. Con il primo, occorre dichiarare la libreria Design-Ware ( DW01 ) e istanziare il componente prescelto con l’usuale regola prevista dalla sintassi VHDL (cfr. Cap. 4). Il meccanismo dell’inferenza tramite operatore è quello utilizzato nell’implementazione VHDL dell’entità TWO_OP_ADDER. Per la realizzazione del primo addizionatore, per esempio, è stato sufficiente scrivere la seguente linea di codice:

        leastsum <= leastX + leastY + C;

dove leastX e leastY sono i 16 bit meno significativi rispettivamente del primo e del secondo addendo, mentre C è il riporto in ingresso. Il fatto stesso di aver utilizzato l’operatore ‘+’ ha implicato che il Design Compiler inferisse un addizionatore a due operandi a 16 bit.

Un secondo vantaggio è rappresentato dalla elevata qualità dei risultati ottenuti con la sintesi. Durante la sintesi, i DWC sono soggetti ad ottimizzazioni aritmetiche, alla condivisione delle risorse e alla scelta dell’implementazione più appropriata tra le varie disponibili, progettate per fornire le migliori prestazioni in termini di velocità o di area occupata. In altre parole, progettare un addizionatore ex novo non potrà produrre migliori risultati di quelli ottenibili utilizzando un addizionatore DWC, la cui certificata affidabilità sgrava il progettista dal compito oneroso di eseguire gli inevitabili collaudi e revisioni.  
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