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3.5.2 Mehrere Funktionen von einem Satz von Zufallszahlen

Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, dass m Funktionen g=(g1,...,¢m) von den glei-
chen n Zufallszahlen (x4, ..., x,) abhdngen:
91(7)
g(7) = : (3.54)
9 (T)

Ein haufig auftretendes Beispiel ist eine Koordinatentransformation der Zufallsvariablen: die
transformierten Variablen sind im allgemeinen eine Funktion aller urspriinglichen Variablen.

Die Erwartungswerte der Funktionen g; und deren Varianzen ergeben sich fiir jede Funktion
einzeln. Neu kommt jetzt allerdings hinzu, dass die Funktionen untereinander korreliert sein
kénnen und damit nicht-verschwindende Kovarianzen haben.

Wir linearisieren wieder jede der Funktionen (k= 1,...,m):
9o(@) = gu(70) +Z ag’“ ¥ (3.55)
F=ii
Mit 5
9k
Ski = 3.56
M B = (3.56)
ergibt (3.55):
ge(@) = gr() + 221 (i — pi) S

oder (3.57)

§@) = g)+S7
Dabei sind 7, ji Spaltenvektoren und die Jacobische Funktionalmatrix S ist in Matrixschreib-
weise:

991 O ... O¢
81‘1 81‘2 8171
992 992 . Og2
oz Oz Oxn
S = S : (3.58)
99m  Ogm ., Ogm
oz Oz Oxn

Erwartungswert: Die Erwartungswerte der Funktionen g(Z) ergibt sich wie fiir eine einzelne

Funktion (3.48):
E(9(7) = §(i) (3.59)

Varianz:

Ve (9(7)) = E((9x(Z) — E (9:(2))(9:(Z) — E (9:(2))))
= D Zj g‘i’j ngi E((zi — i) (z — Mj))/
—Viy (@) (3.60)
- Ez Ej gi’j ng; Vij (f) = Ez Ej Ski Slj Vij (f)

— V@@ = S V@S

Dabei sind in der letzten Zeile alle Grofien Matrizen.
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Um das obige Beispiel einer Variablentransformation aufzugreifen: Die Matrix S kann man
beispielsweise so bestimmen, dass die Transformation ¥ — § die Kovarianzmatrix V' (g) diagonal
macht, die neuen Variablen g; also nicht korreliert sind.

Beispiel: Fehlerfortpflanzung bei Koordinatenwechsel.
Auf einem Koordinatenmesstisch werden rechtwinklige Koordinaten (z, y) mit den Auflésungen

o, = lpum
oy, = 3um

(3.61)

gemessen. Da die Messungen der beiden Koordinaten unabhéngig sein sollen, ist die Kovari-
anzmatrix diagonal:

Vi(z,y) = < (1) 8 ) (3.62)

Fiir die weitere Auswertung sollen die Messpunkte in Polarkoordinaten (r, ¢) ausgedriickt

werden:
T = rcos¢ ro= Jat4y? (3.63)

. =
y = rsing ¢ = arctan?

Wir wollen nun berechnen, wie sich der Fehler der x, y-Messungen auf r, ¢ fortpflanzt und
bestimmen deshalb die Kovarianzmatrix fiir die Variablen r, ¢. Die Funktionalmatrix fiir die

Transformation ist:
or  Oor T
Ox Oy o T
9 99 | T\ _uy
or Oy r2

Damit transformiert sich die Kovarianzmatrix wie folgt:
=@l +yioy)  H(-ol+oy) )

H(—02+0}) L (y*o2 + o)

) (3.64)

HERES

Ausgedriickt in Polarkoordinaten ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix:

o cov(r, @) ) ( cos?¢ o2 + sing o; 7Sin¢rcos¢(—0£ + ;) >

V(r,¢) = ' .
cov(r, @) o} oot (g2 4 g2)  L(sin’¢ 02 + cos’P o)

(3.66)

Man sieht, dass die Kovarianzmatrix auch in Polarkoordinaten diagonal ist, wenn die z-

und y-Messgenauigkeit gleich, also o, = o,, ist. Die Kovarianzen verschwinden auch fiir die
Spezialfille ¢ = 0°,90°, das heisst fiir Punkte auf der z- bzw. y-Achse:

V(r,¢=0°) = ( =0 covlnd)=0 > (3.67)

cou(r,p) =0 o} =0,

2 =02 cou(r,¢) =0 > (3.68)

V(r,¢=90°) = v
( ) ( cou(r,p) =0 o) =0
Man kann jetzt auch wieder umgekehrt die Varianzen der Zufallsvariablen x und y berech-
nen, wenn die Kovarianzmatrix in Polarkoordinaten vorliegt. Will man zum Beispiel die Varianz
von x am Punkt (1,1), also (r = /2, ¢ = 45°), berechnet man zunéchst
4

5
o? =5, Oy = —, cov(r,p) = — 3.69
=3 r6) = (3.69)
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Damit ergibt sich beispielsweise fiir o2 (siehe (3.53)):

T

0 = (3ot + (%) o2 +255 colr.)
= cos’¢p o] +r?sin’¢ ol — 21 cos’¢ sin’¢ cov(r, @) (3.70)

- 3+i-im1 (=

Es ergibt sich also korrekt wieder der Wert 02 = 1, der hineingesteckt wurde. Hier sieht man,
dass man im allgemeinen die Kovarianzen nicht vernachléssigen kann: ohne Beriicksichtigung
der Kovarianz hitte sich 02 = 5 ergeben.

3.6 Transformationen von Zufallsvariablen

In dem obigen Beispiel hatten wir einen Transformation der Zufallsvariablen x,y auf r, ¢ und
die daraus folgende Transformation der Varianzen betrachtet. Wir fragen nun, wie sich die
Wahrscheinlichkeitsdichten transformieren, wenn man zu anderen Variablen iibergeht. Varia-
blentransformationen macht man unter anderem auch um einfachere Wahrscheinlichkeitsdichten
zu erhalten, zum Beispiel Gleichverteilungen fiir eine Simulation (siche Abschnitt 1.3).

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass eine einzelne Variable in eine andere transformiert
wird:

T — 2z, f(z) — g(2) (3.71)

In einem Interval dz, das in dz iibergeht, miissen die Wahrscheinlichkeiten vor und nach der
Transformation gleich sein:

dx

dp = f(w)dz = g(z)dz = g(2) = f(a(2)) |~ (3.72)

Im rechten Ausdruck wird der Betrag der Ableitung genommen, damit die Wahrscheinlichkeit
positiv bleibt.
Fiir n Variable mit der Transformation

(X1, .-y 2) — (21,4, 2n), flz, .o xn) — gz, 05 20) (3.73)

ergibt sich die Bedingung;:

0 R
F@) day ... dey = g(D)dz .. dz = ¢(3) = F(T(2)) O@1,. . Tn) (3.74)
021,y 2n)
Der rechte Ausdruck ist die Funktional- oder Jacobi-Determinante:
Oz Oz . Oy
821 822 8271,
Oz Oz Ox2
ox1,... ) 9z 9z O
= det 3.75
‘8(z1,- N : (3.75)
Oxn Oxn .. Oxn

0z1 Ozo Ozn
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Beispiele:

L. In der Physik kommt haufig die Transformation auf krummlinige Koordinaten vor. Fiir
den Ubergang von kartesischen auf Kugelkoordinaten, (x,y, z) — (1,0, ¢), ist die Jacobi-
Determinante zum Beispiel 72 sin (dz dy dz — r? sin 0 dr dO© dg).

2. Ein schnelles geladenes Teilchen emittiert sogenannte Bremsstrahlung, wenn eine Kraft
auf das Teilchen wirkt, wie beim Durchgang durch Materie oder in elementaren Wech-
selwirkungen. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Abstrahlungsrichtung 6 relativ zur
Teilchenrichtung hat etwa folgende Form:

sin 8

1 — Bcosb (3.76)

w(f) = wy
Dabei ist 8 = v/c die Teilchengeschwindigkeit in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit.
Fiir Elektronen ist 3 schon bei relativ niedrigen Energien sehr nahe 1, zum Beispiel fiir
F =1GeVist 1 — 38 = 1.3-107". In diesem Fall ‘hochrelativistischer’ Teilchen ist der
Ausdruck 1/(1 — Bcosf) bei # = 0 nahezu divergent. Dieses Verhalten wird auch nicht
durch den sin@-Term in (3.76) geddmpft, weil das Winkelelement sin6df = dcos6 bei
6 = 0 endlich bleibt.

Eine Simulation der Abstrahlung wird also zum Beipiel mit der Hit&Miss-Methode sehr
ineffektiv. Man wird also eine Transformation suchen, die das Polverhalten dampft. Tat-
sdchlich kann man (3.76) auf eine Gleichverteilung transformieren. Entsprechend Ab-
schnitt 1.3 machen wir den Ansatz (u ist eine zwischen 0 und 1 gleichverteilte Zufallsva-
riable):

wo, 14 Pcosd
—In——,
g 1-p
wobei W () die Verteilungsfunktion ist. Der Normierungsfaktor wq ergibt sich aus der
Integration von w(f) iiber den gesamten Wertebereich:

w(f)df = du = u=wy /ew(ﬂ) dy =W(0) = (3.77)

1 N 1. 140
— = w()dd =W (r)=—=1In , 3.78
= [ = W) = 5 (3.78)
Die Transformation § — u ergibt sich aus der Inversion von (3.77):
1 Bu
0 = arccos {B <(1 —fB)ewo — 1)1 (3.79)

Nehmen wir weiterhin an, dass die azimuthale Winkelverteilung der Strahlung durch Po-
larisationseffekte (die Elektronenspins konnten zum Beispiel transversal zu ihrere Flug-
richtung polarisiert sein) sinusférmig moduliert wird:

, sinf sin ¢

i Sz y— Goos (3.80)

w'(6, ¢)

Eine entsprechende Transformation von ¢ im Interval 0 bis m auf eine zwischen 0 und 1
gleichverteilte Variable v erhélt man wie in (3.77):

ffsingodgp _cos¢+1
[ sinpdp 2

asingdp=dv = v = (3.81)
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Dabei ist a = 1/2 die Normierungskonstante und es gilt wj, = wy «. Die gesamte Varia-
blentransformation ist damit:

6 = arccos [% ((1 —5) e — 1)]

(3.82)
¢ = arccos(2v —1)

Daraus ergibt sich die Funktionaldeterminante:

et 9 % 1 1-Bcosf 1 (3.83)
S @ 00 | T g sing  w(d,9) '

Es ist natiirlich kein Zufall, dass die Jacobi-Determinante gerade das Reziproke der ur-
spriinglichen Dichteverteilung ergibt, weil ja gerade auf eine Gleichverteilung transfor-
miert werden sollte.
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